
Занятие 5

Дисперсионный анализ 
ANOVA

(продолжение)



Небольшое отступление о ПО

1. Специализированные программы для конкретных 

задач (MacAnova, OpenEpi…);

2. Универсальные с графическим интерфейсом (сходны 

по основным методам анализа, различаются по спектру 

«продвинутых» методов):

 Statistica

 SPSS (PSPP - free)

 SYSTAT, Minitab …

3. С командной строкой и упрощённым графическим 

интерфейсом (среда R, SAS, Stata)

http://www.sorashn.ru/index.php?id=2677
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One-way ANOVA (однофакторный 

дисперсионный анализ):

Одна зависимая переменная, variable (масса 

тела);

Одна группирующая = фактор (рацион).

Одна нулевая гипотеза о равенстве средних 

значений в группах.



Можно было бы протестировать факторы по отдельности: 

или несколько раз повторить One-way ANOVA, или взять 

несколько наборов данных и проводить на одном 

массиве данных на них независимые One-way ANOVA. НО:

1. При повторе One-way ANOVA на одном массиве -

эффект множественных сравнений (непредсказуемо 

растёт общая вероятность ошибки 1-го рода);

2. Факторы могут взаимодействовать между собой, меняя 

результаты однофакторных тестов;

3. Несколько факторов одновременно позволяют лучше 

объяснить изменчивость зависимой переменной.

Что делать, если нужно проанализировать одновременное 

влияние двух и более факторов на зависимую переменную?



Надо проанализировать действие 

нескольких факторов одновременно!

Зависимая переменная

пол

возраст тип рациона

время года

Фактор 1 Фактор 2 Фактор 3 Фактор 4

Придумано много вариантов, как для разных типов и количества 

факторов проверить, как они «влияют» на зависимую переменную 

(объясняют её изменчивость)



FACTOR = Independent variable=grouping variable (=predictor in 

linear model) - независимая переменная .

DEPENDENT variable (=response in linear model) - зависимая 

переменная.

CELL - наблюдения с одинаковыми значениями 

группирующих переменных = ячейка в таблице.

Replicates - наблюдения.

Marginal means - средние значения по уровням каждого 

фактора (игнорируя другие факторы).

Levels - уровни фактора

Interaction - взаимодействие факторов.

Unbalanced design - разные N в ячейках (равные - balanced).

Missed cell - пустая ячейка.

Словарь ANOVA



ANOVA

One-way

1 factor + 1 response

Model 1

Factor=fixed

Model 2

Factor=random

Multifactor

(multiway)
K factors+ 1 response

Nested 

(hierarchical)

В каждом уровне 

фактора 1 – свой набор 

уровней фактора 2

есть все комбинации 

уровней факторов

K factors+ 1 response+ 

interaction

Factorial 

(crossed)

Model 1

All Factors=fixed Model 2

All Factors=random
Mixed-effect model

Fixed and random factors

RM & 

blocks
MANOVA

ANCOVA



ANOVA

Repeated measures 

(randomized blocks)

Уровни K факторов – связанные 

выборки+1 response+interactions

Partly nested 

(split-plot)

+ факторы, разбивающие 

блоки на группы + interactions

MANOVA 

(multivariate ANOVA)

K factors + M

responses + interaction 

ANCOVA (analysis of 

covariance)

K factors + L continuous 

predictors + 1 response 

+ interaction 
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Мы изучаем влияние пола и возраста на массу тела у 

африканских земляных белок.

Зависимая переменная – масса тела.

Фактор A – пол (1. самец; 2. самка – 2 уровня)

Фактор B – возраст (1 год, 2 года, 3 года – 3 уровня).

Фактора ДВА, зависимая переменная одна

Multiway ANOVA
многофакторный дисперсионный анализ



Factorial ANOVA
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Получилось a x b = 2 х 3 = 6 групп белок – 6 ячеек (cells).

Представлены все возможные комбинации уровней факторов 

– crossed design.

1 год 2 года 3 года

самцы 440

438

429

502

602

892

868

855

866

932

1575

849

759

1602

1327

самки 308

328

326

326

325

737

798,5

876

810

861

1000,5

901

958

1032

883

Это Модель1 – оба фактора фиксированные – FIXED!

Пусть в каждой ячейке по n наблюдений.

Factorial 

(crossed)

есть все комбинации 

уровней факторов
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1 год 2 года 3 года Marginal 

means

самцы 440

438

429

502

602

892

868

855

866

932

1575

849

759

1602

1327

862

самки 308

328

326

326

325

737

798,5

876

810

861

1000,5

901

958

1032

883

667

Marginal 

means
402.4 855.2222 1098.444444 772

Формулируем 3 нулевые гипотезы (к ним - 3 альтернативные):

Н0: пол не влияет на массу белки (μсамцы =μсамки)

Н0: возраст самки не влияет на массу белки (                      )

Н0: нет взаимодействия между факторами.
321  

Cell means –

средние для 

КАЖДОЙ ячейки

Factorial ANOVA
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Первые две гипотезы понятны – они такие же, как в 

однофакторной ANOVA.

Что такое взаимодействие факторов?

Если нет взаимодействия, каждый фактор должен давать 

отклонение от общего среднего в каждой ячейке на строго 

определённое число, для каждого уровня фактора своё.

Например, 2-хлетние зверьки тяжелее годовалых на 300 г 

в среднем, и это справедливо и для самок, и для самцов.

Если это условие не соблюдается, взаимодействие 

факторов есть!

Factorial ANOVA



Тестируем гипотезы (Модель 1)

Н0: пол не влияет на массу белки (μсамцы =μсамки)

Н0: возраст самки не влияет на массу белки (                      )

Н0: нет взаимодействия между факторами: это несколько 

«гипотез», по одной для каждой ячейки -

321  

Взаимодействие – это та разница, которая останется 

между средним в ячейке и общим средним, если из среднего 

в ячейке вычесть эффекты обоих факторов.  

Тестируем гипотезы через сравнение дисперсий: для 

факторов – межгрупповой и внутригрупповой; для 

взаимодействия – дисперсии между ячейками за вычетом 

эффекта факторов и внутригрупповой.

Factorial ANOVA



14

1

)(
1

2









a

XXbn

df

SS
MS

a

i

Gi

factorA

factorA

factorA

1

)(
1

2










b

XXan

df

SS
MS

b

j

Gj

factorB

factorB

factorB

abN

XX

df

SS
MS

a

i

b

j

n

l

ijijl

error

error
error















 
  1 1 1

2)(

error

factorA

factorA
MS

MS
F 

error

factorB

factorB
MS

MS
F 
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Factorial ANOVA
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Дисперсия между ячейками не равна сумме изменчивостей 

между уровнями фактора А и уровнями фактора В. Эта 

разница определяется взаимодействием факторов:

factorBfactorAlsbetweencel

factorBfactorAlsbetweencel

AB

AB
AB

dfdfdf

SSSSSS

df

SS
MS
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

int

int
int


 
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i
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j

Gijlsbetweencel XXnSS
1 1

2)(

)1)(1(int  badfAB

error

AB
AB

MS

MS
F int

int 

dfinteraction= dffactorA x dffactorB

1 abdf lsbetweencel

Factorial ANOVA
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MSerror, cредняя по ячейкам 

внутригрупповая 

изменчивость

Изменчивость между 

строками

Изменчивость между 

столбцами

«взаимодействие» 

факторов

Достоверное взаимодействие факторов говорит о том, что 

различия между уровнями одного из факторов 

неодинаковы для всех уровней другого фактора.

То есть, для каждой гипотезы мы рассчитываем своё F-

значение и сравниваем его со своим критическим уровнем.

Factorial ANOVA



ANOVA table

Factorial ANOVA
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Взаимодействие между факторами ≠ корреляция между ними!

1 год 2 года 3 года

самцы 800 1100 1400

холостые 

самки
600 900 1200

самки с 

выводками
400 700 1000

1 год 2 года 3 года

самцы 900 1200 600

холостые 

самки
600 900 1200

самки с 

выводками
300 600 1200

Взаимодействия 

факторов НЕТ

Взаимодействие 

факторов ЕСТЬ

У самцов возраст 

сказывается на массе не 

так, как у самок!

Factorial ANOVA



Картинка с cell и marginal means

Нет 

взаимодействия

Есть 

взаимодействие

Есть 

взаимодействие

Factorial ANOVA
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м
а
с
с
а

возраст

1 2 3

самцы

самки

м
а

с
с
а

возраст

1 2 3

и пол, и возраст влияют на 

массу;

взаимодействия факторов НЕТ

возраст влияет на массу, 

пол – нет;

взаимодействие ЕСТЬ

если линии на рисунке ПАРАЛЛЕЛЬНЫ, взаимодействия 

факторов НЕТ.

если НЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫ, взаимодействие ЕСТЬ.

самцы

самки

Factorial ANOVA



Возможные варианты графиков для таблицы 2х3 (пример 

про 3 типа лечения у опытных и неопытных врачей):

Оба эффекта недостоверны, но есть взаимодействие факторов

Factorial ANOVA



эффекты не 

достоверны, 

взаимодействия нет

1 эффект достоверен, 

взаимодействия нет

2 эффекта достоверны, 

взаимодействия нет

1 эффект достоверен, 

взаимодействие есть

Factorial ANOVA



ANOVA на практике:

Современное ПО считает MS и проверяет гипотезы ANOVA не 

напрямую, а через построение линейных моделей: модель 

ANOVA представляется как уравнение 

Каждое наблюдение 

зависимой переменной

Общее среднее

Эффекты 

факторов

Эффект взаимодействия

Ошибка (residual)

Такие линейные модели позволяют:

 посчитать в ней коэффициенты и предсказать значения 

зависимой переменной для новых данных;

 оценивать качество модели (насколько она хорошо объясняет 

изменчивость response)

 добавляя/убирая факторы, проверять, как меняется качество 

модели (оценивать вклад этих факторов).



Для разных типов факторов F в многофакторных моделях 

считается по-разному! (Для random фактора другая Н0 и 

дисперсия оценивается не только между имеющимися 

группами, но между всеми потенциально возможными.)

Важное следствие: при наличии random фактора мощность для fixed фактора 

повышается с увеличением кол-ва групп random фактора.

0:)( 2

0 BH

Mixed effect models
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Апостериорные (post hoc) тесты для двухфакторной АНОВы

1. Не используются для random factors;

2. Если взаимодействие между факторами достоверно, 

бессмысленно проводить пост хок тесты для каждого из 

факторов по отдельности, нужно сравнивать между 

собой ячейки.

Factorial ANOVA
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Частный случай Factorial ANOVA - Main effect ANOVA

1. Мы исследуем действие на выборку ДВУХ (трёх, 

четырёх) категориальных факторов (independent 

variables).

2. Зависимая переменная ОДНА.

3. Факторы НЕЗАВИСИМЫ (то есть, мы откуда-то 

заранее это уже знаем).

Мощность такого теста выше, чем у Factorial ANOVA, но в 

независимости факторов надо как-то убедиться. 

Factorial ANOVA
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Если факторов 2 – Two-way ANOVA; если много, а 

зависимая переменная ОДНА - Multiway ANOVA

В этом случае становится много гипотез о взаимодействии 

факторов (для 3-х факторов 4 гипотезы о взаимодействии).

Не рекомендуется исследовать действие более 4-х 

факторов, так как затрудняется интерпретация 

результатов.

В программах все подобные процедуры производятся 

через анализ линейных моделей – General linear models.

Factorial ANOVA



Assumptions

1. Нормальное распределение в ячейках (нормальное 

распределение residuals);

2. Гомогенность дисперсий в ячейках (это важно!)

3. Не должно быть пустых ячеек – missed cells

4. Чем меньше разница в N между ячейками, тем лучше 

(balanced design)

Factorial ANOVA
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Main effect ANOVA

Здесь тигры разного пола едят разную пищу
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Тип еды оказывал достоверное влияние на массу тигров; 

пол – не оказывал достоверного влияния на массу.
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даже здесь линии 

пересекаются

Factorial ANOVA 

суслики
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первые две гипотезы мы отвергаем: и пол, и возраст 

влияют на массу белок.

третью не отвергаем: взаимодействия факторов НЕТ



General linear models



Параметры линейной 

модели: оценки 

линейных 

коэффициентов и их SE.
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Для публикаций

В методах: указать, что влияние Факторов1, 2… на 

переменную 1 были проанализированы 

многофакторным дисперсионным анализом 

(multifactorial = multiway ANOVA)

В результатах указывают:

Обязательно – сначала достоверные результаты 

ANOVA, т.е., F, df, p для каждого фактора и для 

взаимодействия факторов (в тесте, подписи к рисунку или в 

таблице АНОВы);

Для теста Тьюки – p значение (например, … Tukey post 

hoc test, p=0.0001 …). 

Если модель сложная, тем более смешанных эффектов, указывают 

линейные коэффициенты модели (estimates) и их ошибки (SE).
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Nested ANOVA

Crossed design: в таблице были представлены все 

возможные комбинации факторов.

Но существуют варианты исследований, которые этого 

не предполагают.

Nested ANOVA:

1. Два и больше факторов;

2. Каждое значение одного фактора существует в 

комбинации только с одним значением другого фактора 

(подгруппы внутри групп)

3. Часто (но необязательно) фактор, образующий 

подгруппы – random factor.

4. Взаимодействие факторов не рассматривается.

Nested = hierarchical design

http://www.biostathandbook.com/nestedanova.html
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Nested ANOVA

(возможно и дальнейшее деление подгрупп на «под-

подгруппы» и т.д., т.е., иерархическая классификация)

5 образцов 

меха с каждого 

зверька

Мы хотим сравнить содержание свинца в шерсти крыс из 

двух разных линий.

Крысы дороги, и у нас есть только по 6 крыс из линии. Зато 

мы взяли по 5 образцов шерсти с каждой крысы.
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В модели 2 фактора:

А - линия (fixed factor);

В – nested in A , личность крысы 

(random factor). Каждая крыса 

принадлежит только к одной линии, так что 

это не factorial ANOVA.

Nested ANOVA

Тестируются нулевые гипотезы – по числу уровней = 

факторов (взаимодействие факторов не проверяется):

Nested 

(hierarchical)

В каждом уровне 

фактора 1 – свой набор 

уровней фактора 2

0:))(( 2

0 ABH

210 :)(  AH

Межгрупповая дисперсия = 0

Гипотеза о равенстве средних



Так обозначают 

nested фактор

F=
MSsubgroups within groups

MSerror within subgroups
F=

MSbetween groups

MSsubgroups witin groups

Проверка действия nested

фактора

Проверка действия основного фактора 

(если nested фактор - random)
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Nested ANOVA

Если различия между подгруппами (крысами) нас не очень 

интересует, и число измерений в подгруппах одинаково 

("balanced" design), можно просто посчитать средние для 

подгрупп и провести однофакторную АНОВУ.

Но:

мы перестаём учитывать изменчивость внутри 

подгрупп, теряем много информации.

При различиях в размерах подгрупп, это не очень 

корректно.

Важно: если nested фактор (В) – random, для увеличения 

мощности анализа основного эффекта (А) надо 

увеличивать число уровней фактора В (это и есть 

«размер выборки»).

Пост-хок тесты – только для основного фактора (А).



Assumptions

1. Нормальное распределение в ячейках: для анализа 

основного фактора (А) - нормальное распределение 

средних значений для nested фактора (В) (к счастью для 

нас, на свете существует Центральная предельная теорема);

2. Гомогенность дисперсий в ячейках

3. Чем меньше разница в N между ячейками, тем лучше 

(balanced design)

Nested ANOVA
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Nested ANOVA
Фактор А – основной, фактор В –

nested, случайный





45

Для публикаций

В методах: указать, что влияние Факторов1, 2… на 

переменную 1 были проанализированы иерархическим 

дисперсионным анализом (nested ANOVA). Указать, какие 

факторы куда встроены.

В результатах указывают:

Достоверные результаты ANOVA, т.е., F, df, p для каждого 

фактора (в тесте, подписи к рисунку или в таблице АНОВы);

Для теста Тьюки – p значение. 

Обычно указывают линейные коэффициенты модели (estimates) и их 

ошибки (SE), соответствующие t и p для их сравнения с нулём.

«…Juvenile identity and the litter identity were fitted in the models as a random 

factors. Post-hoc comparisons were performed with Tukey HSD test».



Repeated measures ANOVA

Сравнение связанных групп

Преподаватель решил узнать, как у его студентов 

продолжительность занятий зависит от дня недели (он 

поделил время на 15-минутные интервалы).

В столбцах – одинаковое число наблюдений, по числу 

студентов
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Repeated measures ANOVA

Попробуем сравнить эти группы с помощью one-way ANOVA. 

Различия между ними недостоверны из-за большой 

внутригрупповой изменчивости:

студенты по усердию сильно различаются между собой!

Как элиминировать межиндивидуальные различия 

(between-subjects effect)?
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Repeated measures ANOVA

Надо бы как-то разделить изменчивость: сделать так, чтобы 

исходные различия особей не сказывались на оценке 

различий между измерениями.

Например, мы вычли из каждого измерения среднее значение для 

каждого студента. Измерения стали независимы от личности ученика 

(«исправленные»), и дальше можно сравнить их ANOVA. 



Repeated measures ANOVA

Итак, мы хотим сравнить между собой связанные выборки.

Например,

1. Последовательные измерения одних и тех же особей, на 

которых последовательно воздействовал какой-то 

фактор:
 Измерили сахар в крови у 10 зверьков, ввели лекарство, 

измерили сахар у тех же зверьков, ввели другое лекарство, 

опять измерили;

 Померили гормоны у 20 самок до, во время, после 

беременности;

 …

2. Исследование, где уровни фактора сознательно 

применялись к связанным между собой объектам:
 На каждом из 10 деревьев на одну ветку брызгали Яд1, на 

другой – Яд2, на третью – Яд3, и т.д., и считали вредителей;

 На разные участки тела наносили 5 разных кремов от морщин;

 На каждой из 15 грядок по одной капусте поливали 

Удобрением1, 2, 3 и 4.



Repeated measures ANOVA

Каждый набор связанных 

измерений (особи, дерева, 

грядки) называется блок 

(block).

В таком дизайне 3 источника изменчивости:

1. Между измерениями - уровнями фактора;

2. Между особями или блоками (дисперсия средних 

значений блоков);

3. «ошибка» (внутри «исправленных» измерений) – error =

residual – после исключения различий между блоками.

Repeated measures 

(randomized blocks)

Уровни K факторов – связанные 

выборки+1 response+interactions

Таблица организована не так, как для сравнения 

независимых групп: столбцов столько, сколько уровней 

фактора = измерений; строк столько, сколько особей = 

блоков.



Repeated measures ANOVA

Специфические трудности Repeated measures ANOVA: 

1. В экспериментальном исследовании при 

последовательном применении воздействий на особь 

предыдущее воздействие может влиять на 

последующее – важно убедиться, что особь полностью 

восстановилась;

2. Порядок воздействий может определять их эффект: 

независимо от самого вещества пятая инъекция может 

вызывать не такой эффект, как первая – важна 

рандомизация порядка воздействий.
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Repeated measures ANOVA

43210 :  H

Н1: нулевая гипотеза не верна

F =
оценка дисперсии между группами

оценка дисперсии внутри групп
W

B

MS

MS
F 

Обычная ANOVA:

Repeated measures ANOVA:

F =
оценка дисперсии между измерениями

«ошибка» внутри исправленных измерений err

B

MS

MS
F 
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Repeated measures ANOVA

= SSbetween

SSwithin

Рассчитываем F, сравниваем с критическим уровнем.



54

Repeated measures ANOVA

Теперь Н0 будет отвергнута, т.е., преподаватель сможет 

утверждать, что усердие его учеников зависит от дня 

недели: к концу недели они начинают лениться.

Мощность дисперсионного анализа для повторных 

измерений выше, чем обыкновенного дисперсионного 

анализа (в случае связанных выборок).

Теперь можно провести пост-хок тест (тест Тьюки), и 

определить, между какими днями недели на самом 

деле есть различия.

На самом деле факторов внутри блоков может быть 2 и 

больше, и ещё могут быть факторы, разбивающие на 

группы целые блоки (в нашем примере – пол ученика) –

partial nested = split-plot design.



55

Другой пример: к тиграм-самцам пришёл новый служитель, 

а потом – новая уборщица. Мы хотим узнать, не менялась 

ли их масса из-за этих изменений.

Мы анализируем влияние служителя на массу тигров-самцов.

Зависимая переменная – масса.

Для каждой особи по 3 измерения (3 столбика в таблице).

Repeated measures ANOVA



Каждый тигр ТРИ раза участвует в наблюдениях.

ДО   СЛУЖ   УБОР

1 тигр 356 363 200

2 тигр 351 361 182

3 тигр 353 358 193

4 тигр 355 356 194

5 тигр 354 359 184

6 тигр 355 355 173

3210 :  H

F =
оценка дисперсии между измерениями

residual
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В Statistica каждый столбик 
измерений называется 
dependent variable



На самом деле факторов может быть несколько (лекарство 1 

до беременности, лекарство 2 до беременности, лекарство 1 и 2 во 

время беременности). Их надо обозначить в программе
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между наблюдениями

Отвергаем Н0: 

Масса тигров в среднем достоверно 

изменялась после прихода нового 

служителя и новой уборщицы.

«ошибка» - внутри «исправленных» 

наблюдений 

изменчивость между особями



Assumptions

1. Нормальное распределение внутри измерений;

2. Гомогенность дисперсий между измерениями;

3. Выпадение одного измерения означает выпадение всего 

блока – missed cells. Это неудобно, есть способы как-то спасти 

остальные наблюдения в блоке, но они неубедительны и вызывают 

споры.
4. Сферичность sphericity – измерения в блоке не независимы, и вот 

эти связи должны удовлетворять условию сферичности, это 

проверяется программой.

Repeated measures ANOVA

В публикациях указываем 

все как обычно – F, df, p.



Альтернативные способы решения задач ANOVA

1. General linear models (GLM) – комбинированный способ 

проверки гипотез (+ поиск коэффициентов) через 

построение линейных моделей влияния predictors на 

response.

2. Generalized linear models (GLZ) – проверка гипотез и 

поиск коэффициентов через Maximum likelihood функции 

3. Информационные критерии и сравнение моделей –

выбор факторов, наилучшим образом объясняющих 

изменчивость response.

4. Методы рандомизации

5. Непараметрические аналоги ANOVA
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1. крыс обучают ставить лесенку и доставать корм. В разных 

группах крыс используют разный корм: сыр, морковь и мясо. 

Затем часть крыс из каждой группы помещают в знакомую среду, а 

часть – в новые условия. Исследователь хочет узнать, как зависит 

время добычи корма в разных группах и условиях. Н0? Тип 

статистического анализа? Статистика критерия?

2. мы хотим изучить, как уровень глюкозы в крови у кошек зависит 

от времени суток. У нас есть 10 особей, мы взяли у каждой кровь  

утром, днём и вечером. Н0? Тип статистического анализа? 

Статистика критерия?

3. телефонная компания поставила новые телефоны в аэропорты 

и размышляет, стоит ли оборудовать места для разговоров 

креслом – не увеличит ли это продолжительность разговоров. В 15 

местах она поставила кресла, в 15-и местах говорить можно 

только стоя. Как проверить влияет ли наличие кресла на 

длительность разговора? Н0? Тип статистического анализа? 

Статистика критерия?

Задания



63

4. Молочный завод подозревает, что какая-то из ферм, 

которая поставляет ему молоко, снимает с него сливки. 

Сотрудники взяли по 10 образцов молока с каждой из 4-х 

ферм, измерили жирность в молоке, и статистика F

оказалась достоверна. Как узнать, какая из ферм 

жульничает?

5. Производитель кукурузных хлопьев хочет узнать, 

хорошо ли работает его новая машина для насыпания

хлопьев в пачки (рассчитанные на 300 г хлопьев). Он 

выбрал случайным образом 25 пачек и взвесил их. Н0? 

Статистический критерий?

6. Тот же производитель решил сравнить две машины 

для насыпания хлопьев: старую и новую. Он выбрал 

случайным образом 25 пачек, насыпанных каждой из 

машин, и взвесил их. Н0? Статистический критерий?



1. two-way ANOVA with post-hoc test – Rats. 

Assumptions tab, Plot means vs. std. deviations

2. planned comp – rats

3. repeated measures – cat clinic, adstudy, Accuracy.sta

4. Nested ANOVA – файлы Nest и Nested3. Показать, 

как задавать какой фактор в какой Nested; как задать 

случайный фактор. Результаты: картинки; 

соотношения SS, MS если есть Сл фактор и если нет. 

Показать variance components. 

К практической части


