
Занятие Занятие 44

ANOVA ANOVA (продолжение)(продолжение)
Непараметрические методы ANOVA.Непараметрические методы ANOVA.



Сложная «омнибусная» гипотеза АНОВЫ:

kH µµµµµ ===== ...: 43210

Похожа на стрельбу из дробовика: не 
нужно особенно точно целиться, 
непонятно, какая дробинка попала в 
какую мишень – какая из маленьких 
гипотез не верна.

Что делать, если мы изначально хотим 
проверить не все эти гипотезы? Хотим 
выстрелить из винтовки в строго 
определённую мишень? 



A priori Tests (ANOVA)A priori Tests (ANOVA) ==
Planned comparisonsPlanned comparisons

Вся мощность теста направляется на одну 
гипотезу, остальные игнорируются. 

Важно: то, какую гипотезу тестировать, выбирают 
ЗАРАНЕЕЗАРАНЕЕ, до проведения какого-либо анализа! В идеале 
– ещё при постановке исследования.

Процедура тестирования – почти как t-критерий 
Стьюдента. 



Снова вернёмся к тиграм.
Теперь группы 4, их кормили: овощами; фруктами; 
рыбой; мясом.
Вопрос: отличалась ли масса тигров, питавшихся 
животной и растительной едой?
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Planned comparisons



мы отвергаем Н0.
Масса тигров, питавшихся растительной и животной едой, 
различалась



Planned comparisons:

МОЩНОСТЬ такого теста ВЫШЕ, чем 
последовательное использование АНОВЫ и методов 
множественного сравнения!



Repeated measures (ANOVA)Repeated measures (ANOVA)
Сравнение связанных групп

К тиграм-самцам пришёл новый служитель, а потом –
новая уборщица. И возможно, они стали по-другому 
питаться. Мы хотим узнать, менялась ли их масса.

Мы анализируем влияние служителяслужителя на массу тигровмассу тигров--
самцовсамцов.
Зависимая переменнаяЗависимая переменная – масса.
НезависимаяНезависимая – измерения: 1. до служителя; 2. со 
служителем; 3. с новой уборщицей.



Каждый тигр ТРИ раза участвует в наблюдениях.

ДО СЛУЖ   УБОР

1 тигр 356 363 200
2 тигр 351 361 182
3 тигр 353 358 193
4 тигр 355 356 194
5 тигр 354 359 184
6 тигр 355 355 173

3210 : µµµ ==H

Изменчивость:
1. Между измерениями;
2. Между особями (получается из 

средних значений для особей!);
3. «ошибка» (= общая – первые две 

изменчивости) - residual

F =
оценка дисперсии между измерениямимежду измерениями

«ошибка»«ошибка»статистика:



В Statistica каждый 
столбик измерений
называется 
dependent variable



между 
группами

Отвергаем Н0: 
Масса тигров в среднем 
достоверно изменялась после 
прихода нового служителя и новой 
уборщицы.



Factorial ANOVAFactorial ANOVA

Мы изучали земляных белок из Африки. Ловили их, 
взвешивали, измеряли зубы, голову. Определяли пол, 
возраст.
А теперь хотим знать, как разные факторы влияют на 
размер и вес белок.
У нас МНОГО факторов, и они могут быть СВЯЗАНЫ.

Фактор 1: пол.
Фактор 2: возраст.
Зависимая переменная: масса тела.
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и пол, и возраст влияют на массу;
взаимодействия факторов НЕТ

возраст влияет на массу, пол – нет;
взаимодействие ЕСТЬ

если линии на рисунке ПАРАЛЛЕЛЬНЫ, взаимодействия 
факторов НЕТ.
если НЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫ, взаимодействие ЕСТЬ.



даже здесь линии 
пересекаются





первые две гипотезы мы отвергаем: и пол, и возраст 
влияют на массу белок.
третью не отвергаем: взаимодействия факторов НЕТ!



Multivariate factorial ANOVAMultivariate factorial ANOVA

Мы провели НЕСКОЛЬКО повторных измерений
(или имеем несколько связанных выборок), и 
проверяем действие НЕСКОЛЬКИХ ФАКТОРОВ.

зависимые переменные: 1. масса до служителя; 2. со 
служителем; 3. с новой уборщицей.

фактор 1: пол
фактор 2: цвет







Особенности выборки, необходимые для 
проведения параметрических тестов

1.1. СлучайностьСлучайность измерений (randomness) 

2.2. НезависимостьНезависимость измерений (independence)

3.3. ГомогенностьГомогенность дисперсии (homogeneity = 
homoscedasticity)

4. Нормальность

5.5. АддитивностьАддитивность (additivity) – для Two-way ANOVA и 
MANOVA

Повторение из предыдущего занятия



распределение статистики критерия тоже не будет 
нормальным, если в выборке не нормальное распределение

значение признака

Пусть оно, например, скошено 
вправо. Тогда вероятность попасть в 
критическую область, рассчитанную 
для теоретического нормального 
распределения для р=0.05 будет 
выше, чем 0.05 – увеличится ошибка 
1-го рода!

р=0.05
р>0.05



если распределение не удовлетворяет требованию 
нормальности, можно попробовать использовать

ТРАНСФОРМАЦИЮ данных
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1. Логарифмическая трансформация (logarithmic 
transformation)

2. Извлечение квадратного корня (square root 
transformation)
Подходит, когда данные – натуральные числанатуральные числа

Трансформации выборки для приведения к Трансформации выборки для приведения к 
нормальному распределениюнормальному распределению

ii XX lg=′ ( )1lg +=′ ii XX

ii XX =′ 5,0+=′ ii XX

Например, размер выводка, число колючек, чешуек и т. п.



3. The Box-Cox transformation
Когда изначально не понятно, какая трансформация 

лучше

4. Арксинусная трансформация (arcsine transformation)
Особенно подходит для процентов и долейпроцентов и долей (Xi ≤ 1)

ii XX arcsin=′

Например, мы исследуем долюдолю от общего времени 
наблюдений, которую зверьки проводили во сне



Принципиально не годятся параметрические 
методы, если данные РАНГОВЫЕ:
мы не знаем, насколько одно значение отличается 
от другого.

Тут не спасёт никакая трансформация.



Если этим требованиям наше распределение не удовлетворяет 
и ни одна трансформация не помогает, наш выбор -

Непараметрические методы Непараметрические методы 
((nonparametric methodsnonparametric methods))

�Свойства распределения неизвестны, и параметры 
распределения (среднее, дисперсию и т. п.) мы 
использовать не можемиспользовать не можем

�Основной подход – ранжированиеранжирование (ranking) 
наблюдений (выстраиваем их по порядку от самого 
маленького значения к наибольшему).



Мы исследуем два редких вида сумчатых. Нам важно 
узнать, различаются ли виды по тому, в светлых различаются ли виды по тому, в светлых 
местообитаниях они живут, или в тёмных.местообитаниях они живут, или в тёмных.
Светлость и темноту мы оценивали на глаз по 100-
бальной шкале.

Фактор – вид. Группы: 1. длинноухие; 2. пятнистые

длинноухий пятнистый



Сравнение 2-х групп
a) Манн-Уитни тест (Mann-Whitney U-test)

Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку
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Мы ничего не говорим про 
параметры распределений!

РанжируемРанжируем данные от меньшего к 
большему.
Число 3 встретилось трижды:
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(1+2+3)/3=2



Данные ранжируем независимо от того, в какой они группе!
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Статистика:

n1 и n2 – размер выборок,
R1 и R2 – суммы рангов в выборках.

Статистикой критерия будет МЕНЬШЕЕМЕНЬШЕЕ из этих двух 
значений.



b) Тест Колмогорова-Смирнова (Kolmogorov-
Smirnov two-sample test)

Отличается от теста Манн-Уитни тем, что М-У более 
чувствителен к различиям средних значений, 
медианы и т.п., а К-С тест учитывает ещё и 
различия распределений по форме.различия распределений по форме.

Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку



Mann-Whitney U-test
Kolmogorov-Smirnov two-sample test



В обоих тестах отвергаем Н0: оба теста показали, 
что освещённость, в которой обитают звери 
разных видов неодинаковая

Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку



Тест Манн-Уитни может быть односторонним и 
двусторонним.

При больших выборках U-статистика стремится к 
нормальному распределению (к Z-статистике).



Изучаем редких зверьков – утконосов, и хотим знать 
– различается ли отношение самки к самцу и самца к 
самке в парах

Мы считаем число дружелюбных контактов со 
стороны самки к самцу и наоборот. У каждого
самца есть по жене, а у каждой самки – по мужу!

Фактор – пол. (1. самцы; 2. самки)

Сравнение связанных групп по одному признакуСравнение связанных групп по одному признаку



Сравнение 2-х связанных групп

Критерий Вилкоксона (Wilcoxon matched pair test)

Сравнение связанных групп по одному признакуСравнение связанных групп по одному признаку

самец самка

1 пара 356 363
2 пара 351 361
3 пара 353 358
4 пара 355 356
5 пара 354 359
6 пара 355 355

1.Считают разностиразности между 
значениями в парах;
2. исключают нулевые разностиразности;
3.присуждают их абсолютным (по 
модулю) значениям рангиранги;
4. суммируютсуммируют отдельно ранги 
положительных и отрицательных 
разностей;
5.Наименьшая сумма - статистика Т.

Подходит для маленьких выборок.
21 iii XXD −=



Н0: распределение контактов в популяции, из 
которой мы получили выборку самцов, такое же, 
как и в популяции, из которой выборка самок.
Н1: распределения не одинаковые.



Wilcoxon matched pair test

Число дружелюбных контактов 
у самцов и самок в парах было 
неодинаковым



Знаковый тест (Sign test)

Считают количество случаев, когда значение из 
одной выборки меньше, чем из другой, и 
сравнивают с 50%. 

Подходит для случаев, когда точные значения не 
известны, но размер выборок больше 20.

Имеет низкую мощность.



Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку

Мы получили возможность включить в работу третий, 
особенно редкий вид сумчатого. Теперь нас интересует, 
различается ли масса пищимасса пищи, которую съедают за деньдень

особи этих видов, но выборки малы для АНОВЫ.

Фактор – вид. Группы: 1. длинноухие; 2. пятнистые; 
3. хвостатые



Сравнение 3 и более НЕЗАВИСИМЫХ групп

a) Критерий Крускал-Уоллиса (Kruskal-Wallis test)
1. все значения ранжируются от меньшего к 

большему (игнорируя деление на группы);
2. Считается сумма рангов в каждой группе;
3. считается статистика H(df, N).

Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку
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Н0: распределение в популяциях, из 
которых мы получили выборки, 
одинаковое.
Н1: распределения не одинаковые.



Медианный тест (Median test)

Считается и сравнивается критерием χ2 число 
значений, которые большебольше и которые меньшеменьше

общей медианы. Подходит для выборок, в 
которых часть наблюдений выходит за 
пределы шкалы



Сравнение независимых групп по одному признакуСравнение независимых групп по одному признаку

Kruskal-Wallis test
Median test



Особи разных 
видов съедали 
за день разное 
количество 
пищи



Сравнение 3 и более СВЯЗАННЫХ групп

Критерий Фридмана (Friedman ANOVA)

Основан на том, что все значения выстраиваются в 
ряд от меньшего к большему внутри каждой 
группы. Считают статистику и сравнивают с χ2-
распределением

Сравнение связанных групп по одному признакуСравнение связанных групп по одному признаку

Гипотезы  - по аналогии с предыдущими, о сходстве выборок.



У утконосов родились детёныши, и мы хотим знать, 
изменялось ли физическое состояние самокфизическое состояние самок после 
беременностибеременности и после выкармливания потомства 
(оценивали его в баллах).

1. состояние до беременности;
2. после рождения детей;
3. после выкармливания детёнышей

Сравнение связанных групп по одному признакуСравнение связанных групп по одному признаку
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Friedman ANOVA

ма
ма

папа



Сравнение связанных групп по одному признакуСравнение связанных групп по одному признаку

Отвергаем Н0 –
масса самок 
изменялась



Итак, при выборе теста важно, что:

1. Параметрические тесты более мощные, чем 
непараметрические;

2. Непараметрические безопаснее в плане ошибок;
3. Чем больше размер выборки, тем менее критичны

требования к распределению (по Центральной 
предельной теореме);

4. АНОВА не очень чувствительна к небольшим 
отклонениям от нормального распределения.


